[Osnovne vrste naprezanja: }

Aksijalno naprezanje
Smicanje

Uvijanje
Savijanje

lzvijanje

CISTO PRAVO SAVIJANJE

Stap je optereéen na bazisima sa dva jednaka a suprotna sprega Mx
koji leze u jednojod glavnih ravni

INx A
/ z
AR T z-poduZzna osa Stapa
V4
X y poprecni presek Stapa
INix INix A
Z IRX T
________________________________________ > & ::
X
|
vy y

Mx-momenat u ravni y0z (jedna od glavnih ravni)
X i y-glavne centralne ose inercije

Ovako optereéena greda je u stanju CIStog pravog savijanja
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Napon kod Cistog pravog savijanja

skracenje vliakana
eutralna linija

izduzenje vlakana
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U analizi deformacija i naprezanja pri ¢istom savijanju
pretpostavlja se sledece:
Ravni poprecni preseci ostaju pri deformaciji Stapa ravni
i upravni na savijenu osu Stapa (Bernoullieva hipoteza).
Materijal Stapa smatramo homogenim i izotropnim.
Izmedu uzduznih vlakana nema nikakvog uzajamnog
delovanja sila.
Normalni naponi proporcionalni su deformacijama
(Hookeov zakon).
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Napon u nekoj tacki preseka kod Cistog pravog savijanja je jednak

gde su
IR, —momenat savijanja u posmatranom preseku
I, —momenat inercije za glavnu x osu
y —rastojanje posmatrane tacke preseka od x ose

Naponi su najveci u tacki gde je najveée udaljenje od x ose

Najveci napon zatezanja je u tacki gde je y maksimalno na zategnutoj
strani preseka

+max __ W X .yt _ W X _ Sﬁ X
G, - Ymax = [ - +
l, x W,

Y max

W):r — Otporni momenat preseka na zategnutoj strani



Najveci napon pritiska je u tacki gde je y maksimalno na pritisnutoj
strani preseka

—max_gﬁx - _Wx _ED’(X
G, - “Ymax = | - _
l, x W,
ymax
WX_ — Otporni momenat preseka na pritisnutoj strani
Rezime

Normalni napon kod ¢istog pravog savijanja u opstem obliku je jednak

napon=Momenat kroz Otporni momenat

[ Neutralna linija kod Cistog pravog savijanja ]

Neutralna linija je mesto tacaka preseka gde je napon jednak nuli

sledi da je jednacina neutralne linije kod Cistog pravog savijanja
data jednac¢inom y=0 a to je jednacina x ose

Neutralna linija se poklapa sa glavhom X osom
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ZNAK MOMENTA

PRITISNUTA VLAKNA a\-“\'\'\a

t\e““a“\
[Momenat je pozitivan kada ]

zateZe donju stranu
ZATEGNUTA VLAKNA

Primer 5.1

Greda poprecnih preseka kao na slici opterecena je pozitivnim
momentom savijanja J){x=54 kNm. Odrediti napone u naznacenim
tackama A, Bi C.

a) B o, M _10-20°

)  6,=—X.y=0 l,="—""—=6667 cm’
Lt b2 [l Iy 12
Al 1
A e 4 . _54-10
_ =—"
g, 27 6667
. 54.10°
tacka A: y=0 c,=—0=0
6667
54102 5
tacka B: y=-10 c,=—-(—10)=-8,10 kN /cm
Y ’ 6667 (-10)
54 -10
tacka C: y=10 6,=————-10=8,10 kN/cm?
6667
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(&) C
20 Lo
Vs ¢ T M
T\S n.l cSZ = X y= 0
x50 ly
AJj A
Y - ik
20 B B
Yv z
2053 5.20°
I, = 2+ +2-12,5%-20-5=35000 cm*
12 12
54102
tatkaA: y=10 ©,=———10=1,54 kN/cm?
35000
54 .102 5
o R ue 6,=———.15=2,31 kN/cm
tacka B: y=15 2~ 35000
54 .102 5
x . v=- c,=—-(-15)=-2,31 kN/cm
tacka C: y=-15 2~ 35000 ( )
11
Primer 5.2
Poprecni presek grede od livenog gvozda raspona |=4 m dat je na slici.
Odrediti intenzitet sile P koja moZe da deluje na sredini raspona grede
ako je dozvoljeni napon zatezanja G4,,=16 kN/cm? . Koliki ée pri tom
biti napon pritiska.
10
5
4»—4{2’5
20
5
25
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Potrebno je prvo odrediti polozZaj tezisSta poprecnog preseka

Podelili smo sloZzenu povrsinu na 1‘ T
tri proste povrsine - } (1)
Povrsina je simetri¢na oko y ose pa _ y&
pa je teZiSte po x pravcu odredeno I @
., T T T2ls
Odredi¢emo polozaj pojedinacnih v 128
tezZiSta po y pravcu ¢ XT> 7y
y1,=5+20+2,5=27,5 cm & l B a
y7,=5+10=15 cm l - I\\ 3
Y13=2,5¢cm Y13
Pojedinacne povrsine su Polozaj tezista je
A1=10'5=50 cm?2 Vo= ZAi Y1i 50-27,5+50-15+125-2,5
7= =
A,=20-2,5=50 cm? A, 50 + 50 +125
A,=25-5=125 cm? yr =10,8 cm
13
Odredujemo sada aksijalni momenat inercije oko ose x
10-5° 2,5-20°
N M +50-(27,5—1O,8)2+T+50-(15—10,8)2
25.53
+ +125-(10,8-2,5)* =25470 cm?
GZ
!
i ©
| 19,2
!
X !
B SER n.l.
|
T 10,8
| ()
!
vy
14



Otporni momenti na zategnutoj i pritisnutoj ivici su

| 25470

W, =—X—= =2358,33 cm?
yi 10,8
_ 25470

W, == =1326,56 cm>
v, 19,2

Odredivanje statickih uticaja za nosac

W," =2358,33 cm?

P
- M=PI/4
, 2 L 2 = 9N
c,=—>*=0
@ z WX dop
M=PI/4 .
M x = Wy "Odop

15

M, =2358,33-16 =37733,28 kNcm =377,33 kNm

M, :P_'I SP= 4AM, _ 4.377,33 jedinice
* | : p= N _ N
P=377,33 kN m
O, 28,44
! napon pritiska
| © M,
i 1912 GZ - W
i X
X : n.l o 377,33-102
€= =T ac S = —
[ 108 1326,56
. ’ o X
i ) c, =28,44 kN/cm
: 16,0
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CISTO KOSO SAVIJANJE

3/31/2016

Stap je optereéen na bazisima sa dva jednaka a suprotna sprega Mx

koji ne leze u glavnoj ravni
A

) 2

o

z-poduZna osa Stapa

X yl poprecni presek Stapa

N N

Napon kod Cistog pravog savijanja

prava savijanja
Napon je tada jednak
M, M
cFZ
Iy N
odnosno
M, =M -cos a
. S'R X Qﬁ Y
M, =M -sina c,=—"+—
W, W,

zamenimo u izraz za napon

P

I l,

IN -cos a IN -sin a (cosa sin o
= Y+ x =3I Y+

. . y
Mx-momenat u ravni -7t ¢ija normala zaklapa ugao o sa x osom

X i y-glavne centralne ose inercije
Ovako optereéena greda je u stanju CiStog kosog savijanja

17

Spreg razlazemo na dva upravna
sprega J)Xx i JRy koji prave dva Cista
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Polozaj neutralne linije

U tackama neutralne linije napon je jednak nuli, pa zato izjedna¢imo
izraz za napon sa nulom

I =0  paostaje

o[ cos o sin o momenat savijanja je razli¢it od nule
M Y+ - X
X Iy

Ccos o sin o
.y+ .

Iy l,

| jednacina neutralne linije
y=—| Xtga |-x

y To je prava koja prolazi kroz koordinatni pocetak

odnosno teziste poprecnog preseka i zaklapa
ugao [ sa pozitivnim delom x ose

y=tgp-x

|
tgp =—*tga
IV

19
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EKSCENTRICNO NAPREZANJE GREDE

Stap je optereéen na bazisima sa dva jednake sile suprotnog smera
koje ne deluju u tezistu poprecnog preseka

)
e ﬂ Z ¥ v
s Z-pOd uzna osa stapa
F " /éTj_F

A-napadna tacka sile sa koordinatama A(e,;e,)

e, i e,-ekscentriciteti napadne tecke sile
u odnosu na teziste poprecnog preseka

><I\

21

Redukujemo silu F na teZiste i dobijamo

1. IstutusiluF

2. Dva momenta oko teZidnih osa I, i I, gde su
M, =—F-e, M, =—F-e,

y

e, i e -ekscentriciteti napadne tecke sile
u odnosu na tezZiSte poprecnog preseka

Ukupan napon sada je jednak (vaZi princip superpozicije)
F oM M

=4t X .y —Y
LA l,

P Y :

aksijalno naprezanje > isto koso savijanje

o

z "X

22
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— — X —
iy =,/= — IX_K > =
ly 2 _ly
iy =4l > =7 2l =
A
_F F-ey F-e,
Gz__X_ 2 - 2
Al A-iy

NAPON KOD EKSCENTRICNOG PRITISKA JE

= e
o :—_(1+_y.y+e_x.xl
z ) )
A [ iy

Neutralna linija je data izrazom

A

F e e
c, =——[1+%~y+%-x]=0 odnosno

i iy

i iy

e . " I
{1+Ty.y+e7><.xj=0 jednacina neutralne linije

23

24
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1+_V.y+e_><.x =0 jednacina neutralne linije

To je prava koja ne prolazi kroz teziste
(koordinatni pocetak)

Presek te prave sa x osom dobija se kada
se u jednacinu za neutralnu liniju stavi y=0
e il
1+—X.x=0 — x=-—-Y  odsecaknax osi

.2
| |y eX

Presek te prave sa y osom dobija se kada
se u jednacinu za neutralnu liniju stavi x=0

e i2 . .
1+—Y.y=0 — y=--% | odsetaknay osi
iy €y

25

Dijagram napona

Odredimopolozaj neutralne linije

Dijagram napona crtamo upravno na
<= : neutralnu liniju

Pravila

>3 1. Neutralna linija je uvek sa druge strane
%@ teziSta u odnosu na napadnu tacku sile

% 2. Napon pritiska je sa one strane
@ neutralne linije na kojoj je sila pritiska

26
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Primer 7.1

Napadna tacka sile pritiska ima koordinate A(5;5). Poprecni presek
Stapa je pravugaonik 20x40 cm. Sila je F=20 kN.

Odrediti maksimalne napone pritiska i zatezanja.

A(5:5) Postupak
T 1. Odredimo teziste i aksijalne momente inercije
IES (%0 ess . R
X A - 2. Odredimo centralne poluprecnike inercije
30 €,=> 3. Odredimo neutralnu liniju
4. Odredimo napone i nacrtamo dijagram napona
y

1. Odredivanje teziste i aksijalnih momenata inercije

Teziste je poznato, a aksijalni momemti inercije su

3
20-403 20°-40 4
|, ==————=106666 ,67 cm® Iy =———=26666,67 cm
27
2. Centralni poluprecnici inercije
l, 106666 ,67 2 |, 26666,67
2 =X =22 00 213333 ¢m? iy = = —'"-=3333 cm’
A 20-40 A 20-40
3. Odredivanje neutralne linije
1+e_y.y+e_><.x —0 jednatina neutralne linije
i2 iv
2
i
x=_L=_ﬁ=_6,67 cm odsecak na x osi
eX
2
Y= 133,33 _ ~26,67 cm odsecak na y osi
e
y
28
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26,67

4. Odredivanje napona i crtanje dijagrama napona

Kroz krajnje tacke preseka povu¢emo tangente
na poprecni presek paralelne sa neutralnom linijom

Ekstremne vrednosti napona su u tackama B i C.

Potrebno je odrediti koordinate tacaka Bi C u

odnosu na teziste
B(10;20) C(-10;-20)

Gf naponi

.2 .2
i Iy
zamenimo umesto x i y koordinate taCaka B i C

i dobijemo napone u tim tackama

ey ex
6,=——|1+—-y+—--X| lzraz za napon

B 20
c, =— 1+ -10 +
800 33,33 133,33

> 10 > -20):—0,081 kN /cm?
29

+ (~10) + -(~20) |=+0,031 kN/cm?
33,33 133,33

Proveravamo pravila

1. Neutralna linija je uvek sa druge strane
teZiSta u odnosu na napadnu tacku sile

2. Napon pritiska je sa one strane
neutralne linije na kojoj je sila pritiska

30
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Primer 7.2
Ako je jednacina neutralne linije y=5, odrediti poloZaj napadne tacke

sile. Poprecni presek je isto pravougaonik 20/40 cm

5 ®A . .
S ! N y=5 -prava paralelna x osi na rastojanju od 5
%) I
o o - |2 . ]
! | x = ——Y  odseéak na x osi
Xe o1 e
X

2
x_ odse&ak nay osi

>
y'=5_'_"_?'_ n.l.
|

4 y=-——"
! v
VY
x=—" e =—Y zax=°—> e,=0
e, X
i2 i2 133,33
y:_IL _>ey:_li zay=5-> e, =— =-26,67 cm
€ y
y
A(0;-26,67) -]
uzmimo sada jednacinu neutralne linije y=10
! Oz y=10 -prava paralelna x osi na rastojanju od 10
1
*A - e, =0 e, =— 33,33 =-13,33 cm
y=13,33 | 10
X€- - —Y% —. T_ .
y=10 _? nl. A(0;-13,33)
!
!
VY
uzmimo sada jednacinu neutralne linije y=20- na ivici preseka
! Oz y=20 -prava paralelna x osi na rastojanju od 20
|
LA - e, =0 ey=—133'33:——6.67 cm
y=6.67] | . _ 20
X< I A(0;-6,67)
y=20 I n.l.  Javlja se samo napon pritiska u preseku
f
iy 32
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Zakljucci

1. Ako je neutralna linija u beskonacnosti, napadna tacka sile je u tezistu
2. Ako se neutralna linija udaljava od tezista, napadna tacka sile se
priblizava tezistu

3. Ako je neutralna linija paralelna x osi, napadna tacka sile je na y osi

4. Ako je neutralna linija na obodu preseka u preseku se javlja samo
napon pritiska

33

[Jezgro preseka }

Neki materijali mogu dosta viSe da podnesu pritisak od zatezanje pa se
postavlja pitanje u kojoj oblasti u preseku moZze da deluje silaa dau
celom preseku bude napon pritiska.

Videli smo da kada neutralna linija tangira poprecni presek ceo presek je
pritisnut. Postavimo neutralne linije po obimu pravougaonika bxd i
odredimo napadne tacke sila.

b-d3 ) b-d )
! izzliz—lz :d— '2=IL=—12 =b—
! A bd 12 Y A bd 12

XQ/Q__ ‘__]; zanl-nl y=d/2
Tr d?
.2 —

! nen, e ——x-_12__9 ¢ -0 1(0;-d/6)
i Yooy d 6
‘ily 2 34
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. Ny
! zan,-n, y=-d/2
b , &
d/ 2 e —_hk__12 _d o _-0 2(0;d/6)
| Yy _d s
i 2
Y
b/ b/6
?: za ny-n; x=b/2
[ I bz
| X b 6
! 2
vy 35
b/2
b/6 ~ 1
| | = zan,-n, x=-b/2
!T c , b2
X< T T i 19 b
: —_v__12 P e, =0 4(b/6;0
4 | e, y _E 6 y ( / ’ )
i 2
Y
jezgro preseka
ako sila deluje unutar
jezgra preseka ceo
presek je pritisnut
36
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Primer 7.3
Za zadati poprecni presek odrediti i nacrtati jezgro preseka
60 Na jezgro preseka ne uticu spoljnje
| |12 sile-to je Cisto geometrijska karakteristika
48 Geometrijske karakteristike preseka

Povrsina: A=60-12+48-12=1296 cm?

12 teZiSte po y pravcu u odnosu na gornju ivicu

_ZA;yy 60-12-6+48-12-36

! |
1933 L vi=—o

, - , 1296
X T 36
yr=19,33 cm
|
=
W 37
glavni centralni momenti inercije
6 3
=™ |X=60'12 +60-12-(19,33-6) +
19 331 } 12
C 3
12887 g2 (36 -19,33)

l, =407232 cm*

>,
|
' fy‘{j'
w
(o))

603.12 123.48
l, = +

| 4
oY y 5 =222912 cm
glavni poluprecnici inercije
I 222912
i2 _lx _ 407232 =314,22 cm? i\z,ziz =172 cm?
A 1296 A 1296

38
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jezgro preseka zan;-n; y=-19,33
|
n,-n, : 2 314,22
; : — e, =—*=-2""r"% _ 1626 cm
= p) & y -19,33
< ‘ '
< J. . ¢| ©  e=0 1(0;16,26)
X( _____ _— s — — 3 .Q Z
Ti za n,-n, y=40,67
| 2
14,22
1’ eyz—liz—3 “— =-7,72 cm
i y 40,67
|
i e, =0 2(0;-7,72)
n,-n, i
|
Y
v
za n;-n3 x=-30 za n,-n, x=30
i2 172 neutralna linija je simetri¢na sa n;-n,
e,=—T=-=_"=573 cm ajeitemeje ka simetri¢
X —30 pa j jezgra preseka simetri¢no
_ . sa tackom 3
€y = 0 3(5r7310) 39
jezgro preseka za ng-ng
n;-n; ! : Neutralnu liniju postavljamo kroz
= Zi tackeBi C
& J.? ] B(-30;-7,33)
X< == T 3 TQ ' £  Toje prava kroz dve tatke. Njena
: S  jednadinaje X—X; Y=Yy
1T X2 =X1 Y271
| x—(30) _ y-(-733)
n,-n, » -6-(-30) 40,67-(-7,33)

yVC(-6;40,67)
Y/

> 2x+60=y+7,33 2 x=0;y=52,67
za y=0; x=-26,34
-2
—1 -172
ey =—"=———"—-=6,53 cm
X —26,34 m

x+30 y+7,33
24 48
y=2x+52,67 jednacinan.l.

20
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jezgro preseka /
l

B(-30;-7,33)

c n5-n5
g y=2x+52,67 jednalinan.l.

za x=0; y=52,67
zay=0; x=-26,34

2
-1 -172
e, =—r=—"""_-6,53 cm
X —-26,34
\/E(_6;4O'67) o o Th T34 o
Yooy 52,67 ’
Ng-Ng 5(6,53;-5,97)
simetri¢no u odnosu na ng-ng 6(-6,53;-5,97)
/4 ’ ’

Spojimo tacke 1-6 i povrsina koja je oivi¢ena predstavlja jezgro preseka ,;
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