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[ ELASTICNA LINIJA GREDE ]

Deformisani oblik osovine grede naziva se elasti¢na linija grede.
Ordinate el. linije su ugibi grede v
Promena ugla izmedu tangente na el.liniju i ose Stapa je nagib grede ¢

Krivina je proporcionalna momentu

ODREDIVANJE DEFORMACIJA GREDE

Maksvel-Morova metoda fiktivnog nosaca

Koristimo za odredivanje ugiba i nagiba elasti¢ne linije.
Bazira se na matematickoj analogiji izmedu diferencijalne jednacine
elasticne linije

1 82v|__MX(z) 1
p|oz?| El,
i diferencijalne zavisnosti izmedu napadnog momenta i spoljasnjeg
opterecenja 32M
=-q(z) 2
7 ()

Znaci ugib mozemo odrediti tretirajuci desnu stranu jednacine 1
kao optereéenje fiktivnog grednog nosaca, pa za njega nacrtati
dijagram momenata. Tako dobijene vrednosti momenata su ugibi
elasticne linije.
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Nagibi su jednaki transverzalnoj sili na fiktivnom nosacu

Fiktivni nosa¢ mora da ispuni analogiju grani¢nih uslova
Ugibu odgovara momenat a nagibu transverzalna sila

Stvarni nosac

—— Fiktivni nosac

Stvarni nosac

a b c d Ie

Fiktivni nosac

F————=—

Cvor e
Stvarni Fiktivni Fiktivni
nosac nosac oslonac
v=0—> M;=0 e
Slobodan kraj
¢=0—> T; =

Cvor a
Stvarni Fiktivni Fiktivni
nosac nosac oslonac
v0—> M;#0
¢ #0—> T, #0

Cvorb
Stvarni Fiktivni Fiktivni
nosac nosac oslonac
v=0—> M £ = 0 ===

0" =¢° 20> T/ =T2 20
Reakcija je sila koja menja vrednost T sile
Nema promene T sile —>nema oslonca

Cvor c
Fiktivni
nosac

Fiktivni
oslonac

Stvarni
nosac

V0> M;#0

0t #20° 205 Tr 2T %20
Reakcija je sila koja menja vrednost T sile
Ima promene T sile —ima oslonac-reakcija

Cvord
Stvarni Fiktivni Fiktivni
nosac nosac oslonac

v=0—-> M;=0 ?
0 20 20> TF2T2 %0
Reakcija je sila koja menja vrednost T sile
Ima promene T sile —ima oslonac-reakcija
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tackama Ai C

7.1 Zazadati nosac odrediti ugib ¢vora A i nagibe tangente u

Postupak:

1. Na stvarnom nosacu nacrtamo dijagram
momenata usled spoljasnjeg opterecenja

Z 2. Usvojimo i nacrtamo fiktivni nosac
|

" 3. Opteretimo fiktivni nosac sa fiktivnim
opterecenjem odnosno dijagramom
momenata iz tacke 1 sa predznakom
minus.

4. Vrednost fiktivnog momenta u ¢voru
A je vrednost ugiba u ¢voru A

5. Vrednost fiktivnih transverzalnih sila u
¢vorovima A i C je vrednost nagiba u
tim ¢vorovima

[cetecaing)|
1. Crtanje dijagrama momenata

7 Me=FL _
¢ Momenat je negativan sa leve strane

U ¢vorovima Ai C -M=0

F-L

2. Usvajanje fiktivnog nosaca

V0> M, %0 I_

Fiktivni nosac

———

ot

CWorA 20— T, #0

V:o_)Mf:o-_

cvor B
o' =" 205 T/ =T2 20

7777
v=0-—> M. =0
&vor C f ?;7
00> T, #0
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AL M 3. Opteretimo fiktivni nosac sa fiktivnim

optere¢enjem odnosno dijagramom
momenata iz tacke 1 sa predznakom
minus.

Prenesemo dijagram momenata na

3L k 2/3L fiktivni nosa¢, obrnemo strelice i tako
dobijemo fiktivno optereéenje
L] rLe
= 4. Vrednost fiktivnog momenta u ¢voru
W A je vrednost ugiba u ¢voru A
B C
Potrebno je da odredimo reakcije
L Ve fiktivnog nosaca
Trougaono podeljeno opterecenje
zamenimo silama.
Hf,=0
7
L 2/3L , 2/3L , 2/3L Iz 1) EMp =0
7 7 2 1 . 1,
R ch-L+F7-?L=0—>VC:—gFL
FL-L 0
M’ F-L-L/2
= S lz 2) 2Vy=0
L L
A B C Vi+2 F——F—=0
Vi 2 6
n"a L L 1| vf
e f 5.2
vi=—-2FL
6
L _
Nije potrebno da crtamo Iz 3) TMg =0
Dijagrame presecnih sila 2
5 L2 1
M- ZF. L2 L+F— =L =0
6 2
2
f
M} = ?FLB’
8
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Vrednost fiktivnog momenta u ¢voru A je vrednost ugiba u ¢voru A
2 FL®

Ugib je pozitivan ako se fiktivni momenat poklapa sa pozitivnim
smerom momenta

5. Vrednost fiktivnih transverzalnih sila u ¢vorovima A i C je vrednost
nagiba u tim ¢vorovima

5 5 FL? ilaj
‘l’V’I =2F2 5 o, =2 Trar.ms.verzalna sila je s.uprotna
6 El,  pozitivnom smeru T sile

1 1 FL? i
Vi= 2R 5 .=~ Transvg_rza!na sila se poklgpa
6 6 EI, sa pozitivnim smerom T sile

Vrednost Ei, se naziva krutost na savijanje i zavisi od materijala
grede (E) i njenog poprecnog preseka (l,)

9
Pozitivan ugib je ugib na dole
Pozitivan nagib je ako je obrtanje tangente u smeru
kazaljke na ¢asovniku
10



7.2 Odrediti metodom fiktivnog nosaca ugib i nagib u ¢voru C

I _._._._._._._._._._._._._.\._.7 ................................. I.__z
C A D B E
2 t 2, 2 2|
7T VAl 71 \él g
Uslovi ravnoteze 1) XHi=0
2) XVi=0
3) ZM,=0

3) XM, =0; —10-6+40—\V;-4+10-6=0—V;=20 kN
1) ¥XH=0; nema hor. sila

Dijagrami presecnih sila na stvarnom nosacu usled spoljasnjeg
opterecenja

10kN 10kN
40 kNm

| I ——————— — _— 1>
c A D 4B E -’
L 2 e, 2 & y
I I I 26'
dj T si "% 10
jagram T -sila
Fs ®
4
©
10y 10
dijagram M

40

11
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Usvajanje fiktivnog nosaca

(@)
>
O
w
m

N

v0 > M; %0 I_
cvoroviCi E

¢#0—> T, #0

V=0-—> M; =0 O
&voroviAi B f
(pLz(pD #0 > TfL=TfD #0

13

Opteretimo fiktivni nosac sa dijagramom momenata sa predznakom -

Fiktivni nosac sa
opterecenjem

Prosta greda u sredini
sa optere¢enjem

Konzole na krajevima
sa optere¢enjem

14
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Prosta greda u sredini sa opterecenjem

Q,=20-2=40 kN
Q,=20-2/2=20kN
Q,=20-2/2=20 kN

2
1) XM, =0; Q1'1+Q2‘32+Q3'§2—Vg-4=0

40-1+2o-:+2o-130—v§-4=0—>v§=33,33 kNm 2
2) IV=0; -V +Q;+Q,+Q;-V{ =0

—V/} +40+20+20-33,33=0— V/ =46,67 kNm?

15

Krajnja konzola u ¢voru C

1) XM, =0; —F} .2—20.2.§2+M£:0

—46,67-2—20-2-§2+M2 =0—Mf =146,67 kNm

2) IV =0; —V{+20-2/2+Ff =0

~V{+20-2/2+46,67=0— V{=66,67 kNm?

146 ,67
ML =146,67 > v, =sl'6
x L, D
f 66,67 [CWH]

X

[ = ;

5/4/2015



5/4/2015

Maksvel-Morova metoda jedinicne sile

I
f = I_M X(Z)M x(z)
0

Gde su

dz

X
Mx(z) -momenti usled spoljasnjeg opterecenja
Mx(z) -momenti usled jedini¢ne sile na mestu
trazene deformacije

Metoda Verescagina

|
fo 1
El, o

M, ()M x(2)dz Za konstantnu krutost na savijanje

Dobijamo mnoZenjem dijagrama od spoljasnjeg

|
I M, ;)M x(z)dz  optereéenja i dijagrama momenata usled
0

jedinicne sile
17

|
A J—
T'y M J’MX(Z)MX(Z)dZ :ZAMaM
0

&

M

Gde su

A,,-povrsina dijagrama momenata usled
™ spoljasnjeg opterecenja

Ew-ordinata dijagrama momenata usled

jedinicne sile na mestu tezista dijagrama
momenata od spoljasnjeg optereéenja

18



5/4/2015

7.3 Odrediti metodom VeresScagina ugib i nagib kraja konzole usled
dejstva vertikalne sile F na kraju konzole

Zadati nosac Ugib kraja konzole
M ' M '
L L
F-L 1L
Dijagram momenata od Dijagram momenata od jedini¢ne sile na
oshovnog opterecenja mestu i u pravcu trazenog pomeranja

Odredivanje ugiba kraja konzole: Opteretimo nosac sa jedinicnom
silom na mestu trazenog pomeranja i u pravcu traZzenog pomeranja

19

Odredivanje ugiba
F-L 1

L IMX(Z)M"(Z)dZ :ZAM ‘EJM

0
1L Ew=2/3L L ’ FL3
— YA . = (=F-L —)-(=%1)= =
M moGm = 2)( 5 )

1 Ff? ) i
7 v = Ugib kraja konzole

CE, 3

3
Jedinice: FL3=kN-m3 El, = :%-m“ =kNm *> v = t:x .
Znak pri mnozenju dijagrama: U ovom slucaju oba dijagrama momenata
su negativna pa je proizvoda pozitivan ---=+
Zakljucak: Ako su dijagrami sa iste strane proizvod je +, a ako su sa
suprotnih strana nulte linije proizvod je -

=m

20
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7.4 Odredivanje nagiba kraja konzole: Opteretimo nosac sa
jediniénim momentom na mestu trazenog pomeranja i u pravcu
traZzenog pomeranja

Zadati nosa¢ Nagib kraja konzole

— —
1

L L
"o~ w ‘Eo'w

Odredivanje ugiba f — —J' M, ;)M x(2)dz
El

FL?
IMX<Z)Mx<z>dz =XAy &Em ZA, &, =(-F-L- —) (-1)==
1 FL?
¢ = 0. 2 Nagib kraja konzole (rad)
. 21
Voo
- g e - _>
v
Pozitivan ugib je ugib na dole
Pozitivan nagib je ako je obrtanje tangente u smeru
kretanja kazaljke na ¢asovniku
22
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7.5 Odrediti metodom Veres$cagina ugib u sredini proste grede
usled dejstva koncentrisane sile F u sredini grede

F
A B Dijagrami momenata usled
spoljasnjeg opterecenja
L Reakcije u A i B su jednake i
c vrednost im je F/2
A B . .
Vrednost momenta u sredini
F/2 F/2 proste grede je

F/2:1/2=FL/4

Reakcije u A i B su jednake i
vrednost im je 1/2

A B Vrednost momenta u sredini
t deje 1/2-L/2=L/4
B T proste grede je 1/2-L/2=L/
— Odredivanje ugiba
+ M 7 ! . 1
f=—[M_ ,Mxdz = —Z3A,, £
L/4 x(z) M M
g, s &y El, 3 el
F-L L 1 2 L
YA . - =2 (—— . . ). (= = =
T (+ M M &M ( 4 > 2 ) (3 1 )
Av  FL/4 1 FL®
= B a8 Ugib proste grede (m)

1 Dijagrami momenata usled jedinicne sile u
A B pravcu trazenog pomeranja

L

1
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7.6 Odrediti pomeranje ¢vora C i obrtanje poprecnog preseka B
nosaca na slici. Takode odrediti i promenu rastojanja izmedu
tacakaBiC.

Dato je: F1=10kN F2=20kN E=20 MN/cm? 1=3000 cm*

F,=20 kN

Crtanje dijagrama momenata

Za resenje zadatka potrebni su nam samo dijagrami momenata.
Odredicemo dijagrame momenata bez odredivanja reakcija

oslonaca.
25
Crtanje dijagrama momenata
~ Mdole =-10-2=-20 kNm
F1=10kN  sye do B je isti momenat
2 2 Mdesno =-10-2-20-2=-60 kNm

o

© ©) Q 2 izjednacavanje momenata u uglu
20

3 A B D / crta se od Stapa prema dijagramu

M 7]
C

mora imati suprotan smer
da bi suma bila O (¢vor u
ravnotezi)

26
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Horizontalno pomeranje ¢vora C

Opteretimo nosac sa jedinicnom silom
na mestu trazenog pomeranja. Smer
pomeranja pretpostavimo (smer
strelice).

Mmdole =-1.2=-2m
sve do A je isti momenat

Odredivanje pomeranja

Gl — 1
f:_ MX(Z)MX(Z)dZ :?ZAM &M

EIry «

za odredivanje vrednosti integrala
koristiéemo tablice u kojima su dati

obrasci za mnozenje dijagrama
27

3 mnoZenje dijagrama
ON_R 8
3 5 20 )
A D Ay €&y =-20-2=26,67
. Ui v bm =3
c tapBD | © | x [ © |
2, 2
4 \ Ay Eu=2-20-2=80
2 ~
(:) 2 Stap A-B ©) |x| © |
A B D .
AM-§M25(60+20)-2:160
C Ml 3
YAy, €y =80+26,67+160=266,67 kNm

1 266 ,67 266,67 -10°
=—ZXAy &y = =

- = =4,44 cm
El, El, 20 -10° -3000

hC
28

14
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Vertikalno pomeranje ¢vora C

Opteretimo nosac sa jedinicnom silom na
mestu trazenog pomeranja. Smer
pomeranja pretpostavimo (smer strelice).

MdoleD=o
q M,=-1-4=4 m
©) 2 Odredivanje pomeranja
A B D ,
1 = 1
c — f—? MX(Z)Mx(z)dZ —?ZAM 'E.’M
M1 X 0 X

29
o e
m& S o mnoZenje dijagrama
| N Stap C-D Ay -Em=0
20
N g e « =
c AM-§M=§20-2=40
2 2
4 , |
) $tap A-B o | x| o |
A . D Avi-Em :Z(z(z -20+60)+4(20+2-60)) =280
C mz YAy, - &y =40+280=320 kNm>
1 320 320 -10°
Ve=_——XAy Gy = = =5,33 cm
<E, M S El, 20-10°-3000
30

15
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Obrtanje preseka B

Opteretimo nosac sa jedinicnim momentom
na mestu trazenog obrtanja. Smer obrtanja
pretpostavimo (smer strelice).

M,=-1 (nema jedinice)

©) Odredivanje pomeranja

1 |

= 1
S f=_ MX(Z)MX(Z)dZ :_ZAM 'aM
c v, El, o El,

31
o mnoZenje dijagrama
(Vo)
&8 = . o
| §tapC-D  Am-Ew=0
3 - 20
N A D M StapB-D A -Ey=0
C
2 2 | Etap A-B o [ x| o |
1 1 2
o) AM-§M=£(20+60)-1=80
A B D SAy-Ep =80 kNm?
cle
M,
1 80 80-10°
=—YA., - :7:—20,013 rad
VBT W Sm El, 20-10°-3000
32
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I
B D
C

[E

1
Ag_c =?EAM '&M =
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Promena rastojanja izmeduBi C

Opteretimo nosac sa jedinicnim silama u
pravcu B-C

Momenti se javljaju samo izmedu sila

ﬁ Odredivanje pomeranja

X

|
1 _ 1
f=—(M,,Mxpdz =—ZXA,, -
V2 Elx‘([ Mtz = Z=EAu S

33

mnoZenje dijagrama
dtapC-D _—0| x _—0|

2
Ay -Em =§20'f=18,8

20

M
$tap B-D x [O~_
Ay -Em =§20 ~2=28,2
2 $tapA-B Au-Eu=0
5 YAy -Ey =18,8+28,2=47 kNm>

47 47 -10°
—=— " =0,78 cm
El, 20-103-3000

34
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7.7 Za zadati nosa€ odrediti: a) Dijagrame M, N, T

b) Ugib zgloba E

g=10 kN/m
WAV IV IN YV b
C D E
4
A B 4
3 L 4 L 2
7 7 7 7
Resenje
Zamenimo oslonce sa reakcijama oslonaca
g=10 kN/m
VIV IY
C D E
4
HA B HB
T 3 L 4 2
K 1 K
VA VB
3) XM, =0; 10-6-6-Vg-7=0

4) sM¥ —0; Hz-4=0

El=const.

35

Cetaiang))

Imamo Cetri nepoznate
reakcije

Uslovi ravhoteze

1) ZHi=0

2) £Vi=0

3) ZM,=0

4) ZMpdele=0

36
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lz 4) EMP"® =0; Hz-4=0—Hz=0
1) EH;=0; —-H,+0=0—->H, =0
3) EM, =0; 360 —Vg-7=0— Vg =51,42 kN
2) TV, =0; V, —60+51,42=0— V, =8,58 kN

=10 kN/m
VIV IV VI T T T 4
tga = —
C D E g 3 -
4 sin o = i 4
5
A B o 3 3
3 L 4 2 L COS = 3
1 | 1 |
8,58 51,42
37
Dijagram normalnih sila
g=10 kN/m

VIV VIV VIV VYV IV I o
C D E
4
A B
4 2 L
T\
Stap A-C N=-8,58-sinci=-6,86
Stap B-D N=-51,42
@ p

N  Stapp-E N=0
Stap C-D N=0

51,42

38
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Dijagram transverzalnih sila [c L : D 5]

g=10 kN/m

CvorA  T,=8,58-cos0=5.15
CvorC  T.=8,58

Cvor D'eve TL =8,58-10-4=-31,42
Cvor Ddesne 70 =-31 42+51,42=20

CvorE  T.=0
00 T,=0
L) o
P S m 8,58-10-x=0
T x=8,58/10=0,86 m
) ) © T

oN

<

—

o

39

N I L, D
Dijagram momenata savijanja [CM}]

g=10 kN/m . h
CTTTIVA Ty | CvorA - M,=0 (zglob)

C 5 g | CvorCt M. =8583=2574
Cvor C® MP=M'.
41 &vorDt M!,=8,587-10-4-2=
A;A : B M,=-20 kNm
cakws |, a4 2, " EvorD® MP,=-1022/2=

Gl Gl
oy 81584% 151,42 MP,=-20 kNm
' N Q9 CvorE M=0
2 )Q > £,=10-42/8=20
7 f,=10-22/8=5

Maksimalna vrednost momenta
M M,=8,58-(3+0,86)-10-0,862%/2=
M,=29,42 kNm

40
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Ugib ¢vora E

lF=1
C D E
4
A B
I 3 L 4 2 |
"I 1 1 1

27V 9/7

dol
1)ZMDoe:0 HB:0
2) SM, =0 V,:7-1:-9=0— V, =

9

El
7
2
2) XV =0 VA+7——1:0% VA:_7_

4

F=1 L, D
[Cmﬂ]
C D E
4
A B
3 L 4 2 L
A 1 A
2/7 9/7
22
=N
6/7 O |©
Q)
M T

42
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Odredivanje ugiba mnozenjem dijagrama

1 ! __
f=——[M,;)Mx(z)dz
El y o
1
f= L ora, -
El M il\/l

mnozenje dijagrama

tapA-C _—] x —]

B
2
& Ay -Em :—30,86-25,472—36,51

0,86
0,8 @
1T M AM-§M:%20-2:20
43
Stap C-D
~ = I = ]
N A
= = = B + <0~
M o N £.=20
f;=20 wn 1=
o
My
— 0,86
M 5 YAy -Ep =1 x HE+10 x I
Aoy =2(O,86(2-(—25,74)+ 20)+2((~25,74)+2- 20))—:(0,86 +2)-20=

Ay €y =—75,30 kNm®

XAy -Ev=-75,30-36,51+20=-91,81 kNm?>

-1
El,

[VE

EAM ‘éM ==

91,81 ]

44
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